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เฉลยการแขงขันคณิตศาสตรโอลิมปกระดับชาติ ครั้งที่ 15 (อยางไมเปนทางการ)
1. สามารถไลมุมไดไมยากวา ∠BPQ + ∠BCQ = (90 + A+B

2 ) + C
2 = 180◦ ดังนั้น B,C, P,Q อยูบน

วงกลมเดียวกัน และจาก ∠QBP = ∠QCP และ ∠BPD = ∠DQC ดังนั้น ∠PSQ = ∠PRQ จึงได
วา P,Q,R, S อยูบนวงกลมเดียวกัน

2. ให P (x, y) แทนขอความ f(x + f(y)) = f(x) + y2 จาก P (x, 0) จะได f(x + f(0)) = f(x) จาก
P (x, 0) และ P (x, f(0)) เราไดวา f(0)2 = 0 ดังนั้น f(0) = 0

พิจารณา P (0, x) : f(f(x)) = x2, P (0, f(x)) : f(x2) = f(x)2 และ P (f(x), x) : f(2f(x)) = 2x2

และแทน x ดวย f(x) จะไดวา f(2x2) = 2f(x)2 แตจาก P (f(x), x) ดังนั้น f(f(2f(x))) = f(2x2)

ทำให
4f(x)2 = 2f(x)2

จึงไดวา f(x) = 0 สำหรับทุกจำนวนจริง x ซึ่งสามารถตรวจคำตอบไดวาฟงกชั่นดังกลาวไมสอดคลองเงื่อนไข
ของโจทย ดังนั้น ไมมีฟงกชั่นซึ่งสอดคลองกับเงื่อนไขดังกลาว

3. สมมติวามีบาวสองคน A และ B ที่มีผลบวกความจุแฟลชไดรฟเทากัน (มิฉะนั้นก็จะไดวาบาวทุกคนมีผลบวก
ความจุแฟลชไดรฟตางกัน) เห็นไดโดยงายวา A และ B ไดแฟลชไดรฟชุดเดียวกัน สมมติวาเปน {x, y, z}
จากนั้นเลือกความจุ w ̸∈ {x, y, z} และพิจารณาบาวที่ไมมีแฟลชไดรฟ w และไมใช A หรือ B จะไดวาบาว
คนนี้จะตองมีแฟลชไดรฟความจุ x หรือ y หรือ z อยางนอยหนึ่งอัน ซึ่งสมมติวาเปน x เราจะไดวาความจุ w
และ x สอดคลองเงื่อนไขที่ตองการ

4. คำตอบ: 4/27
แทนคา c = −a− b ในเงื่อนไขโจทย เพียงพอที่จะหาคามากที่สุดของ

a2b2(a+ b)2

(a2 + ab+ b2)3

จาก
4

27
− a2b2(a+ b)2

(a2 + ab+ b2)3
=

4(a2 + ab+ b2)3 − 27a2b2(a+ b)2

27(a2 + ab+ b2)3

=
(a− b)2(2a+ b)2(2b+ a)2

27(a2 + ab+ b2)3

⩾ 0

ดังนั้นคามากที่สุดของ a2b2c2

(a2+ab+b2)(b2+bc+c2)(c2+ca+a2)
คือ 4

27 และอสมการเปนสมการเมื่อ (a, b, c) =

(x, x,−2x) และการเรียงสับเปลี่ยนของสามสิ่งอันดับดังกลาว

5. คำตอบ: 625
เนื่องจาก x5 ≡ x (mod 5) ดังนั้น 5 | a+ b สามารถแสดงไดวา 5 | a4 − a3b+ a2b2 − ab3 + b4 และ
25 ∤ a4 − a3b+ a2b2 − ab3 + b4 ดังนั้น 54 | a+ b ฉะนั้นคามากที่สุดของ a+ b คือ 625 ซึ่งเปนจริงได
เมื่อ (a, b) = (1, 624)

6. a) เปนการเพียงพอที่จะแสดงวา 2 และ 3 หาร x, y, z

ในการแสดงวา 2 หาร x, y, z เราเริ่มตนจาก 3y3 = 2(2z4 − x2) ซึ่งแสดงวา 2 | y ฉะนั้น y = 2y1

สำหรับบาง y1 ∈ Z⩾0 จากนั้น x2 = 2(6y31 + z4) แสดงวา 2 | x ดังนั้ x = 2x1 สำหรับบาง
x′ ∈ Z⩾0 สุดทาย เราจะไดวา z4 = 2n2 − 6m3 ดังนั้น 2 | z.
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ในการแสดงวา 3 หาร x, y, z ใหสังเกตวา 4z4 ≡ 2x2 (mod 3) แต 4z4 mod 3 ∈ {0, 1} และ
2x2 mod 3 ∈ {0, 2} ดังนั้น 2x2 ≡ 4z4 ≡ 0 mod 3 ฉะนั้น 3 | x, z สุดทายให x = 3x2, z =

3z2 โดยที่ x2, z3 ∈ Z⩾0 จะไดวา y3 = 3(36z42 − x22) เพราะฉะนั้น 3 | y

b) (144t6, 24t3, 12t3) ∈ A สำหรับทุกจำนวนนับ t

7. คำตอบ: 119

ให xi เปนจำนวนของสมาชิกใน S ซึ่งถูกระบายดวยสีที่ i สังเกตไดไมยากวา m =
25∑
i=1

(2xi − 1)

หากมี i, j ∈ {1, 2, ..., 25} ซึ่งทำให xi − xj ⩾ 2 จาก 2xi + 2xj > 2xi−1 + 2xj+1 เราจะสามารถลดคา
ของ m โดยการแทน xi, xj ดวย xi−1, xj+1 ดังนั้นคานอยที่สุดของ m จะเกิดเมื่อ |xi − xj | ⩽ 1 สำหรับ
ทุก i, j

ดังนั้น (x1, ..., x25) ซึ่งทำให m มีคานอยที่สุดคือ (3, 3, ..., 3, 2, 2, ..2) โดมี 3 11 ตัว และ 2 14 ตัว คาต่ำ
สุดของ m จึงเปน (23 − 1)× 11 + (22 − 1)× 14 = 119

8. คำตอบ: 10
พิจารณาสลาก 21 ใบ {101, 102, ..., 121} สามารถแสดงไดไมยากวาสลากดังกลาวสอดคลองเงื่อนไขโจทย
ดังนั้น n = 10 เปนไปได ตอไปจะแสดงวา n ⩽ 10 กำหนดใหสลากแตละใบถูกกำกับดวยจำนวน x1 <

x2 < ... < x2n+1 จากเงื่อนไขของโจทย จะไดวา

x1 + ...+ x2n+1 > 2330 (1)
xn+2 + ...+ x2n+1 ⩽ 1165 (2)

ดังนั้น x1 + ...+ xn+1 > xn+2 + ...+ x2n+1 แสดงวา

x1 >
n∑

i=1

(xn+1+i − xi+1) ⩾
n∑

i=1

.

ฉะนั้น x1 ⩾ n2 + 1 สามารถแสดงไดไมยากวา xi ⩾ n2 + i สำหรับทุก i

จาก (2) เราไดวา 1165 ⩾
∑n

i=1 n
2 + n+ 1 + i = 2n3+3n2+3n

2 ดั้งนั้น n ⩽ 10

9. ใหวงกลมแนบใน △ABP และ △ACP สัมผัสเสนตรง BC ที่จุด M และ N ตามลำดับ จะเห็นไดวา
∠LPK = 90◦ กำหนดให ∠APK = x,∠LPA = 90◦ − x

ใหO เปนจุดกึ่งกลางสวนของเสนตรงKL จะไดวาO เปนจุดศูนยกลางวงกลมลอมรอบของรูปสี่เหลี่ยมKPLQ

จาก Power of Point เราไดวา AQ ·AP = AO2 −OK2

โดย Law of Cosine บน △AOK และ △AOK เราไดวา

AK2 +AL2 = 2(AO2 +OK2)

โดย Law of Cosine บน △APK และ △APL เราไดวา

AK2 = AP 2 + PK2 − 2AP · PK · cosx

AL2 = AP 2 + PL2 − 2AP · PL · sinx

นำสมการมาบวกกัน ไดวา

AK2 +AL2 = 2AP 2 + PK2 + PL2 − 2AP (PK · cosx+ PL · sinx).
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จาก ∠LPK = 90◦ ดังนั้น PK2 + PL2 = 4OK2 เพราะฉะนั้น

2(AO2 +OK2) = 2AP 2 + 4OK2 − 2AP (PK · cosx+ PL · sinx)
AO2 −OK2 = AP (AP − PK cosx+ PL · sinx)

AP ·AQ = AP (AP − PK cosx+ PL · sinx)

จาก PK · cosx = PM = AP+PB−AB
2 และ PL · sinx = PN = AP+PC−AC

2 จะไดวา

AQ =
AB +AC −BP − CP

2
=

AB +AC −BC

2
= AD.

10. จะแสดงวาฟงกชัน h : R → R ที่กำหนดโดย

h(k) =
1

c

(
g(yk + 2k)− 2g(yk + k) + g(yk)

)
โดยที่ yk = 2019 + 2|k| สอดคลองเงื่อนไขที่ตองการ
ตรึงคา k ∈ R และสังเกตวา yk, yk + k, yk + 2k > 2018 จากการแทน (x, y) = (x, yk) และ (x +

k, yk + k) ในเงื่อนไขของโจทย แลวนำมาลบกัน จะได

a
(
f(x+ yk + 2k)− f(x+ yk)

)
= c

(
f(x+ k)− f(x)

)
+ g(yk + k)− g(yk) (3)

แทน (x, yk) → (x− k, yk + k) ใน (3) จะได

a
(
f(x+ yk + 2k)− f(x+ yk)

)
= c

(
f(x)− f(x− k)

)
+ g(yk + 2k)− g(yk + k)

ดังนั้น สำหรับทุก x ∈ R,

f(x+ k) + f(x− k)− 2f(x) =
1

c

(
g(yk + 2k)− 2g(yk + k) + g(yk)

)
= h(k)

เพราะฉะนั้น h สอดคลองเงื่อนไขที่ตองการ
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