
ขอสอบการคัดเลือกเพ่ิมเติมคร้ังที่ ๑ คณิตศาสตรโอลิมปก

วันที่ ๒๔ ธันวาคม พ.ศ. ๒๕๕๕ เวลา ๙.๐๐ – ๑๓.๓๐ น.

โจทยขอท่ี 1. จงหาฟงกชัน :f   ท้ังหมดท่ีทําให
2013 2013( ( )) ( ) ( ( ))f x f y f x x f y x     สําหรับทุกๆจํานวนจริง ,x y

โจทยขอท่ี 2. กําหนดให n เปนจํานวนเต็มบวก และ  | 1nG z C z  

จงหาฟงกชัน :f G  ท้ังหมดท่ีสอดคลองกับเงื่อนไขตอไปนี้
( )i ( ) 1f z  ก็ตอเมื่อ 1z 

( )ii
( )

( )
gcd( ( ), )

k f z
f z

f z k
 สําหรับทุกๆ z G และทุกๆจํานวนเต็มบวก n

โจทยขอท่ี 3. ให I เปนจุดศูนยกลางวงกลมแนบในของสามเหล่ียมABC วงกลมI สัมผัส
ดาน , ,BC CA AB ท่ีจุด , ,D E F ตามลําดับ และวงกลม k ตัดดาน , ,EF FD DE ท่ีจุด

1 2 3 4 5 6
, , , , ,X X X X X X ตามลําดับซึ่งเปนจุดท่ีแตกตางกันท้ังหมด

ถา
1 4 2 5 3 6
, ,X X X X X X ผานจุด G ซึ่งเปนจุดศูนยกลางของวงกลม k จงพิสูจนวา

( )i , ,A D G อยูบนเสนตรงเดียวกัน
( )ii ถาเสนตรงท่ีผานจุดG และขนานกับDE ตัด BC ท่ีจุด P และเสนตรงท่ีผานจุดG

และขนานกับ DF ตัด BC ท่ีจุด Q แลว จงพิสูจนวา IP IQ
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ขอสอบการคัดเลือกเพ่ิมเติมคร้ังที่ ๑ คณิตศาสตรโอลิมปก

วันที่ ๑๗ มกราคม พ.ศ. ๒๕๕๖ เวลา ๙.๐๐ – ๑๓.๓๐ น.

โจทยขอท่ี 1. จงหาฟงกชันเพิ่ม :f   ท้ังหมดท่ีสอดคลองกับ
( ) ( ) ( )f mn f m f n

สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก ,m n

โจทยขอท่ี 2. จงหาคูอันดับของจํานวนเต็มบวก ( , )x y ท้ังหมดท่ีสอดคลองกับ
3 3 2 24( 5)x y x y xy   

โจทยขอท่ี 3. มีกอนหินอยูบนพิกัดในระนาบ XY โดยมกีฎวา ถากอนหินอยูท่ีพิกัด ( , )x y
จะสามารถเคล่ือนไปตําแหนงอื่นไดดังนี้

(ก) สําหรับจํานวนเต็มบวก z สามารถยายไปท่ีตําแหนง ( , )x z y z 

(ข) สามารถยายไปยังตําแหนง (3 , )x y หรือ ( ,3 )x y

จงหาพิกัดจํานวนเต็มบวก ( , )m n ท้ังหมดท่ีสามารถเคล่ือนกอนหินจากพิกัด ( , )m n

มายังพิกัด (0,0) ได
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ขอสอบการคัดเลือกเพ่ิมเติมคร้ังที่ ๑ คณิตศาสตรโอลิมปก

วันที่ ๒๑ มกราคม พ.ศ. ๒๕๕๖ เวลา ๙.๐๐ – ๑๓.๓๐ น.

โจทยขอท่ี 1. ให S เปนเซตของนักเรียนกลุมหนึ่งโดยท่ี 4S 

สมมติวามีจํานวนเต็มบวก m ซึ่ง 3 1m S   ท่ีมีสมบัติวา สําหรับ A S โดยท่ี
A m จะมีนักเรียนท่ีเปนเพื่อนกับทุกคนในA อยูหนึ่งคนเทานั้น (นักเรียนแตละคนไมเปน
เพื่อนกับตัวเอง) จงพิสูจนวา

(ก) มีสับเซต B S ซึ่ง 1B m  ท่ีนักเรียนทุกคนในB เปนเพื่อนกันหมด
(ข) 1m S 

โจทยขอท่ี 2. ให M เปนจุดบนสวนโคง BC ของวงกลมลอมรอบสามเหล่ียมABC ท่ีไมรวม
จุดA กําหนดให I เปนจุดศูนยกลางวงกลมแนบในของสามเหล่ียมABC และจุด ,E F เปน
จุดปลายเสนตั้งฉากท่ีลากจากจุด I ไปยังเสนตรงMB และ MC ตามลําดับ

จงพิสูจนวา IE IF AM 

โจทยขอท่ี 3. จงหาคูอันดับของจํานวนเต็ม ( , )a b ท้ังหมดท่ีสอดคลองกับ
1| n nn a b  สําหรับทุกๆจํานวนนบั n

(China Western Mathematical Olympiad 2011)
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ขอสอบการคัดเลือกเพ่ิมเติมคร้ังที่ ๑ คณิตศาสตรโอลิมปก

วันที่ ๒๓ มกราคม พ.ศ. ๒๕๕๖ เวลา ๙.๐๐ – ๑๓.๓๐ น.

โจทยขอท่ี 1. ให , ,x y z เปนจํานวนจริงบวก จงแสดงวา
2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x y z

y x y z z x z y z x x y x z x y y z
 

        

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x y z

x y z x y z x y z x y z
  

        

โจทยขอท่ี 2. ให O เปนจุดศูนยกลางวงกลมลอมรอบ และ I เปนจุดศูนยกลางวงกลมแนบใน
ของสามเหล่ียมดานไมเทาABC สมมติวาวงกลมแนบในสัมผัสดาน , ,BC CA AB ท่ีจุด
, ,D E F ตามลําดับ กําหนดให , ,AP BQ CR เปนเสนแบงคร่ึงมุมของสามเหล่ียมABC

โดยท่ี , ,P Q R อยูบนดาน , ,BC CA AB ตามลําดับ
ถาภาพสะทอนของเสนตรง OI เทียบกับดานDE และDF ตัดกันท่ีจุดX

จงพิสูจนวา , , ,P Q R X ตั้งอยูบนวงกลมเดียวกัน

โจทยขอท่ี 3. มีกองเหรียญ 2k  กอง โดยแตละกองมีเหรียญ 1 2 3, , ,..., kn n n n เหรียญ
ตามลําดับ การยายเหรียญทําไดโดยเลือกกองเหรียญสองกองท่ีมีเหรียญ ,a b เหรียญ โดยท่ี
a b แลวยายเหรียญ b เหรียญออกจากกองแรก (กองแรกคือกองท่ีมีa เหรียญ) ไปไวกองท่ีสอง

จงหาเงื่อนไขจําเปนและเพียงพอสําหรับ 1 2 3, , ,..., kn n n n ท่ีทําใหสามารถยายเหรียญ
ท้ังหมดมาไวในกองเดียวได
(Romania National Olympiad 2012)
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ขอสอบการคัดเลือกเพ่ิมเติมคร้ังที่ ๑ คณิตศาสตรโอลิมปก

วันที่ ๒๔ มกราคม พ.ศ. ๒๕๕๖ เวลา ๙.๐๐ – ๑๓.๓๐ น.

โจทยขอท่ี 1. ให ( ) [ ]P x x  เปนพหุนามท่ีลดทอนไมได
สมมติวา มีจํานวนอตรรกยะ  ท่ีทําให ( ) 0 ( )P P   

จงพิสูจนวา มีพหุนามลดทอนไมได ( ) [ ]Q x x  ท่ีทําให 2( ) ( )P x Q x

โจทยขอท่ี 2. จงหาจํานวนเต็มบวก n ท้ังหมด ท่ีทําให
1000000 1000000

1
1n n

   
          

(ดัดแปลงจาก Japan Mathematical Olympiad Preliminary 2012)

โจทยขอท่ี 3. กําหนดใหABC เปนสามเหล่ียมซึ่ง AB AC ใหวงกลมแนบในสามเหล่ียม
ABC สัมผัสดาน , ,BC CA AB ท่ีจุด , ,D E F ตามลําดับ ลากเสนแบงคร่ึงมุม BAC ตัดDE
และDF ท่ีจุดK และL ตามลําดับ ใหM เปนจุดกึ่งกลางดานBC และ H เปนจุดปลายของ
เสนสวนสูงท่ีลากจากจุดA ในสามเหล่ียมABC

จงพิสูจนวา  MLK MHK



ขอสอบการคัดเลือกเพ่ิมเติมคร้ังที่ ๒ คณิตศาสตรโอลิมปก

วันที่ ๑๖ มีนาคม พ.ศ. ๒๕๕๖ เวลา ๙.๐๐ – ๑๓.๓๐ น.

โจทยขอท่ี 1. ให
1 2
, ,...,

n
P P P ( 3)n  เปนจุดบนวงกลมหนึ่งหนวย ถาผลคูณของระยะหาง

จากจุด Q ซึ่งเปนจุดบนวงกลมใดๆ ไปยังจุด
1 2
, ,...,

n
P P P มีคานอยกวาหรือเทากับ 2

จงแสดงวา จุด
1 2
, ,...,

n
P P P เปนจุดยอดของรูปn เหล่ียมดานเทามุมเทา

โจทยขอท่ี 2. จงหาฟงกชัน :f    ท้ังหมดท่ีสอดคลองกับสมการเชิงฟงกชัน
1 1

2 ( )
1 1

f x f x f x
x y x y

                    
สําหรับทุกจํานวนจริงบวก ,x y

โจทยขอท่ี 3. ให S เปนเซตของจํานวนเต็มบวกท้ังหมดท่ีมี 11 หลักพอดี ใหA S

โดยx A เปนตัวเลขโดดเดี่ยว ก็ตอเมื่อ ไมมี ,y z A (อาจไมแตกตางกัน) ท่ีทําให
y z หาร x ลงตัว ถาใหเซตA มีตัวเลขโดดเดี่ยวไมเกิน10 ตัว แลว จงหาจํานวนสมาชิกของ
เซตA ท่ีมากท่ีสุดท่ีเปนไปได



ขอสอบการคัดเลือกเพ่ิมเติมคร้ังที่ ๒ คณิตศาสตรโอลิมปก

วันที่ ๒๐ มีนาคม พ.ศ. ๒๕๕๖ เวลา ๙.๐๐ – ๑๓.๓๐ น.

โจทยขอท่ี 1. จงหาสามส่ิงอันดับ ( , , )x y z ท้ังหมดของจํานวนเต็มบวก ซึ่ง x y z  ท่ี
สอดคลองกับสมการ

3 3 3( ) 2012( 2)x y z xyz  

โจทยขอท่ี 2. กําหนดให , ,a b c เปนจํานวนจริงบวก และ 1abc  จงพิสูจนวา

4 2 2 4 2 2 4 2 2

1 1 1

1 ( 1) 1 ( 1) 1 ( 1)a b b c c a
 

        

2 3 2 3 2 3
a b c

c b a c b a
  
     

โจทยขอท่ี 3. สามเหล่ียมABC มี O เปนจุดศูนยกลางวงกลมลอมรอบ และI เปนจุด
ศูนยกลางวงกลมแนบใน ให , ,D E F เปนจุดบนดาน , ,BC CA AB ตามลําดับ ซึ่ง
BD BF AC  และ CD CE AB  ใหวงกลมลอมรอบสามเหล่ียม BDF
และสามเหล่ียม CDE ตัดกันท่ีจุดP D

จงพิสูจนวา OP OI
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ขอสอบการคัดเลือกเพ่ิมเติมคร้ังที่ ๒ คณิตศาสตรโอลิมปก

วันที่ ๓๑ มีนาคม พ.ศ. ๒๕๕๖ เวลา ๙.๐๐ – ๑๓.๓๐ น.

โจทยขอท่ี 1. ตารางขนาด 2556 2556 บางชองมีสีขาว และท่ีเหลือมีสีแดง  ให T เปน
จํานวนสามส่ิงอันดับ

1 2 3
( , , )c c c ของชองในตาราง  ซึ่ง

1 2
,c c อยูในแถวเดียวกัน และ

2 3
,c c อยูใน

หลักเดียวกัน โดยท่ี
1 3
,c c มีสีขาว และ

2
c มีสีแดง จงหาคามากท่ีสุดของ T ท่ีเปนไปได

โจทยขอท่ี 2. จงหาฟงกชัน :f   ท้ังหมด ท่ีสอดคลองกับสมการ
2 2( ( ) ( )) 4 ( )f x y f x y f x    สําหรับทุก ,x y  

โจทยขอท่ี 3. กําหนดให ,x y เปนจํานวนเต็มบวก ถา 2 1
n

x  หารดวย 2 1ny  ลงตัว
สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n แลว จงแสดงวา 1x 



ขอสอบการคัดเลือกเพ่ิมเติมคร้ังที่ ๒ คณิตศาสตรโอลิมปก

วันที่ ๒ เมษายน พ.ศ. ๒๕๕๖ เวลา ๙.๐๐ – ๑๓.๓๐ น.

โจทยขอท่ี 1. กําหนดสวนของเสนตรง 4n  เสน ซึ่งขนานกันและอยูในระนาบเดียวกัน
โดยสวนของเสนตรงใดๆท่ีขนานกันสามเสน จะมีเสนตรงท่ีตัดสวนของเสนตรงท้ังสามเสนเสมอ
จงแสดงวามีเสนตรงเสนหนึ่งท่ีตัดสวนของเสนตรงท้ัง n เสน

โจทยขอท่ี 2. กําหนดให , , 0a b c  จงพิสูจนวา
2 2 2

2 2 2

1 1 1
32 6
7 ( 3) 7 ( 3) 7 ( 3)

a bc b ca c ab
b c c a a ba b c

                     

โจทยขอท่ี 3. กําหนดสามเหล่ียมมุมแหลม ABC มีจุด , ,D E F เปนจุดปลายของเสนสวนสูง
ท่ีลากจากจุดยอด , ,A B C ตามลําดับ ให

1 2
,I I เปนจุดศูนยกลางวงแนบในสามเหล่ียมAEF

และBFD ตามลําดับ และ
1 2
,O O เปนจุดศูนยกลางวงกลมลอมรอบสามเหล่ียม

1
AI C และ

2
BI C ตามลําดับ  จงพิสูจนวา

1 2
I I ขนานกับ

1 2
OO
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ขอสอบการคัดเลือกเพ่ิมเติมคร้ังที่ ๒ คณิตศาสตรโอลิมปก

วันที่ ๓ เมษายน พ.ศ. ๒๕๕๖ เวลา ๙.๐๐ – ๑๓.๓๐ น.

โจทยขอท่ี 1. ใหสามเหล่ียม ABC ซึ่ง AB AC มี O เปนจุดศูนยกลางวงกลมลอมรอบ
เสนแบงคร่ึงมุม BAC ตัด BC ท่ีจุดD สะทอนจุดD ขามจุดกึ่งกลางดานBC ไปยังจุดE
ใหเสนตรงท่ีลากผานจุด E และตั้งฉากกับBC ตัดAD ท่ีY และเสนตรงท่ีลากผานจุดD
และตั้งฉากกับBC ตัดAO ท่ี X จงพิสูจนวาจุด , , ,X BY C ตั้งอยูบนวงกลมวงเดียวกัน

โจทยขอท่ี 2. กําหนดให
1 2 2
( , ,..., )

n
a a a เปนการเรียงสับเปล่ียนของเซต {1,2,...,2 }n ซึ่ง

สําหรับ {1,2,...,2 1}i n  ,
1i i

a a  มีคาแตกตางกันหมด จงแสดงวา
1 2n
a a n 

ก็ตอเมื่อ ทุก {1,2,..., }k n ,
2

1
k
a n 

โจทยขอท่ี 3. ให :f   กําหนด ...m

m

f f f f    (compose กัน m ตัว)

โดยสําหรับทุก n   มี k   ซึ่ง 2 ( )kf n n k  ใหแตละn   มีคา k นอยท่ีสุด
ท่ีสอดคลองคือ

n
k จงพิสูจนวา ลําดับ

1 2 3
, , ,...k k k เปนลําดับท่ีไมมีขอบเขต



ขอสอบการคัดเลือกเพ่ิมเติมคร้ังที่ ๒ คณิตศาสตรโอลิมปก

วันที่ ๕ เมษายน พ.ศ. ๒๕๕๖ เวลา ๙.๐๐ – ๑๓.๓๐ น.

โจทยขอท่ี 1. สําหรับสับเซตท่ีไมใชเซตวาง ,X Y ของ 
ให X Y แทนเซต { | , }x y x X y Y  

จงพิจารณาพรอมใหเหตุผลประกอบวา มีสับเซตท่ีไมใชเซตวาง , ,A B C ของ  หรือไม
ท่ีสับเซตแตละคูไมมีสมาชิกรวมกัน โดยA B C    และเซต , ,A B B C C A  

มีสมบัติวา เซตแตละคูไมมสีมาชิกรวมกัน

โจทยขอท่ี 2. เราเรียกจํานวนเต็ม a วา “จํานวนฟอสซิล”
เมื่อสมการ 2 2 3( )( ) ( )m n n m a m n    มีผลเฉลยในเซตของจํานวนเต็มบวก

(ก) จงพิสูจนวา มีจํานวนฟอสซิลในเซต {1,2,...,2012} อยางนอย 500 ตัว
(ข) จงพิจารณาพรอมใหเหตุผลประกอบวา 2 เปน“จํานวนฟอสซิล” หรือไม

โจทยขอท่ี 3. กําหนดเซตจํากัด S   ซึ่ง 2S  และสมาชิกท่ีมากท่ีสุดกับสมาชิกท่ีนอย
ท่ีสุดมีตัวหารรวมมากเปน 1 ให

n
S แทนเซตของจํานวนเต็มบวก ท่ีสามารถเขียนเปนผลบวก

ของสมาชิกใน S ไดอยางมาก n ตัว (อาจไมแตกตางกัน) ใหสมาชิกท่ีมากท่ีสุดของ S คือ a
จงแสดงวา มีจํานวนเต็มบวก k ซึ่งสําหรับทุกจํานวนเต็มบวก m k ,

1m m
S S a  
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